Formes differentielles 



Fiche de A. Gammella-Mathieu (IUT de Mesures Physiques de Metz - Universite de Lorraine) 

Exercice 1 

Determiner si les formes differentielles suivantes sont exactes et dans ce cas, les integrer : 

1. ft) i = 2xydx+x~dy 

2. oh = xydx — zdy + xzdz 

3. Oh, = 2xe x2 ~ y dx - le^ ^dy 

4. a> 4 = yz 2 dx + {xz 2 + z)dy + {2xyz + 2z+y)dz. 

Correction ▼ [006873] 


Exercice 2 

On considere le changement de variables en coordonnees spheriques suivant : 


{ x = rcos<pcos0 
y = rcos<psin0 
Z = rsintp 

1. Calculer dx, dy, dz. 

2. Verifier que xdx+ydy + zdz = rdr. En deduire et ||. 

Correction T 


[006874] 


Exercice 3 

On considere la forme differentielle ft) = (x 2 + v 2 + 2x)dx + 2yd y. 

1. Montrer que ft) n’est pas exacte. 

2. Trouver une fonction i ff(x) telle que y/(x)co = df. Preciser alors /. (On dit que t ff est un facteur integrant.) 

Correction T [006875] 


Exercice 4 

On considere le champ vectoriel V (x,y) = (1 +2 xy,x 3 — 3). Ce champ est-il un champ de gradient ? 

Correction T [006876] 


Exercice 5 

Quel est le champ vectoriel qui derive du potentiel 

U(x,y,z ) = 1 +x+xy+xyz2 


Correction ▼ 


[006877] 


Exercice 6 

Calculer la circulation du champ vectoriel V(x,y) = (3x,x + y) le long du cercle C de centre O et de rayon 1, 
parcouru dans le sens direct. 
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Correction ▼ 


[006878] 


Exercice 7 

Calculer le travail W de la force F(x,y,z ) = ( yz,zx,xy ) le long de l’helice H parametree par * = cost, y = sin? 
et z = t oil t varie de 0 a | . 

Correction T [006879] 


Exercice 8 

On donne le champ vectoriel 

V(x,y,z ) = (y 2 cosx,2ysinx + e 2z ,2ye 2z ). 

1. Montrer que ce champ est un champ de gradient. 

2. Determiner le potentiel U ( x,y,z ) dont derive ce champ sachant qu’il vaut 1 a l’origine. 

3. Quelle est la circulation de ce champ de A(0, 1,0) a B(|, 3,0) ? 

Correction ▼ [006880] 


Exercice 9 

En utilisant la formule de Green-Riemann, calculer 1 = ff^xydxdy oil 

= {(x,y) G M 2 \x ^ 0;y ^ 0\x+y ^ 1}. 


Indication ▼ Correction ▼ 


[006881] 


Exercice 10 

On considere la forme differentielle 


c o = 


-y 


dx + 


;dy- 


x 2 + y 2 x 2 + y 2 

1. Dans quel domaine cette forme differentielle est-elle definie ? 

2. Calculer F integrate curviligne f c co oil C est le cercle de centre O et de rayon 1, parcouru dans le sens 
direct. 

3. La forme co est-elle exacte ? 

Correction T [006882] 
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Indication pour l’exercice 9 ▲ 

On rappelle la formule de Green-Riemann qui permet de faire le lien entre integrate double et integrate curvi- 
ligne : 

Theoreme. Soit PA un domaine de M 2 limite par une courbe fermee que Ton suppose coupee par toute 
parallele aux axes en deux points au plus. On considere une forme differentielle co = Pdx + Qdy definie sur ( P). 
Si les fonctions P et Q sont de classe C 1 , on a : 

I Pdx + Qdy = ff (-Q - — — )dxd v 
J<<?+ " J.Js> ax dy 

ou Ton a note la courbe P' que l’on a orientee dans le sens direct. 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 


1. Pour a>i, on pose P(x,y ) = 2 xy et Q(x,y ) = x 2 . Comme a>i est definie sur l’ouvert etoile 
^ = 2x, le theoreme de Poinc 
Ceci equivaut a resoudre le systeme 


et que 

^ = 2x, le theoreme de Poincare permet de dire que a>i est exacte. On cherche / tel que df = (0\. 



En integrant la premiere ligne par rapport a x, on trouve f(x,y ) = x 2 y + c(y). En derivant l’expression 
que l’on vient d’obtenir par rapport a y et en identifiant avec la deuxieme ligne du systeme, on trouve 

Ty =X +C(y)= ^' 

II s’ensuit que c'{y ) = 0 et done que c(y) = c G M. Par suite, la fonction / cherchee est : 

f(x,y) =x 2 y + c 

oil c est une constante reelle. 

2. Pour ftb, on pose P(x,y,z) = xy, Q(x,y,z ) = — z et R(x,y,z) = xz- On constate que ^ = x alors que 


9Q _ 


dx 


= 0. La forme ft >2 n’est done pas exacte. 


3. Pour m 3 , on pose P(x,y) = 2xe %1 y et Q(x,y ) = —2e x ~ y . La aussi, jr ^ yp puisque = —2xe x y alors 


que ^ = —Axe* 1 y ; (O3 n’est done pas exacte. 

4. Pour CO4, posons P(x,y,z) =yz 2 , Q(x,y,z ) =xz 2 +z, R(x,y,z) = 2xyz + 2z+y. On constate que 

dp _ dQ _ 2 

W f = If = 

<c) f = f = 2xz+l. 

La forme (O4 est de plus definie sur l’ouvert etoile M 3 , elle est done exacte d’apres le theoreme de Poin- 
care. Cherchons maintenant / telle que df = 0)4, ceci revient a resoudre le systeme : 

% = y- 

% = xz 2 +z 
% = 2xyz + 2z + y 

En integrant la premiere equation par rapport a x, on trouve 

f(x,y,z) =xyz 2 + Y(y,z). 


Maintenant, en derivant l’expression obtenue successivement par y et z et en egalisant avec les deux 
dernieres equations du systeme, on obtient un nouveau systeme 

f + ^ = xz 2 + z 

\ 2xyz + ^p = 2xyz + 2z+y 

qui equivaut a : 

1 f = ^ (i) 

I !? = 2z+y (2) 

Linalement, en integrant (1) par rapport a y, il vient i lf(y,z) = zy + c{z). En derivant cette expression 
de i// par rapport a z et en egalisant avec ( 2 ), on trouve y + c'(z) =2 z + y, c’est-a-dire c\z) = 2 z done 
c(z) = z 2 + c ou c G M. Ainsi, la fonction / telle que 004 = df est de la forme 

f(x,y,z) = xyz 2 +zy + z 2 +c 


ou c € M. 
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Correction de l’exercice 2 ▲ 

1. On verifie que : 

(a) dx = cos(pcos9dr — rsin(pcos9d(p — rsinO cos(pd6 

(b) dy = cos (psin9dr — rsintpsinPdtp + rcos 0cos (pd9 

(c) dz = sin (pdr + r cos (pd(p. 

Par suite, on a : 

(a) xdx = r cos 2 <p cos 2 6 dr — r 2 sin (p cos (p cos 2 6d(p — r 2 sin 9 cos 9 cos 2 (pd 9 

(b) ydy = r cos 2 (p sin 2 Odr — r 2 sin (p cos (p sin 2 9d(p + r 2 cos 9 sin 9 cos 2 (pd 9 

(c) z dz = r sin 2 (pd r + r 2 cos <p sin (pd (p . 

2. En additionnant, on obtient xdx + ydy + zdz = rdr. On en deduit que : 


Ainsi 


, , , .dr , dr dr 

xdx + ydy + zdz = ri-^-dx + ^dy + ^dz) ■ 
dx dy dz 


dr x dr y dr z 

dx r dy r dz r 


Correction de l’exercice 3 A 

1. Posons P(x,y) = x 2 + y 2 + 2x et Q(x,y) = 2 y. On voit facilement que La forme a> n’est done 

pas exacte. 

2. Comme co est definie sur M 2 , il suffit que i j/co soit exacte pour que / existe. Maintenant, \f/co est exacte 
si et seulement si 

d(y/(x)(x 2 +y 2 + 2x)) _ d(\if(x)2y) 
dy dx 

Ceci equivaut a 2y \p (x) = 2yy/'(x). Ainsi, y/(x) = y/'(x) pour tout x. Done y/fx) = ke x avec k constante. 
On peut choisir k = 0. Ainsi 

y/co = e x (x 2 + y 2 + 2 x)dx + e x (2y)dy. 

On cherche ensuite / telle que : 

/ U = e‘(x 1 +y 1 + 2x) 

t % = X(2y) 

En integrant la deuxieme equation par rapport a v, on trouve 

f(x,y) = e x y 2 + c(x). 

En derivant cette expression par rapport a i et en egalisant avec la premiere equation du systeme, on 
obtient 

e x y 2 + c{x) = e x (x 2 +y 2 + 2x) 

e’est-a-dire 

c'(x ) = e x (x 2 + 2x). 

II en resulte que c{x) = x 2 e x + c et done que 

f(x,y) = e x (x 2 +y 2 ) + c 

avec c dans M. 


5 


Correction de l’exercice 4 ▲ 

Au champ V(x,y) est associee la forme 


CO = ( 1 + 2 xy)dx + (x 3 — 3 )dy. 


Cette forme n’est pas exacte puisque 


d(l+2x y) , d(x 3 -3) 


dy 




dx 


II s’ensuit que V (x, y) n’est pas un champ de gradient. 


Correction de l’exercice 5 ▲ 

Le champ vectoriel qui derive du potentiel U est 


grad(C) = ( 


du du du 
dx' dy' dz 


II s’agit done du champ vectoriel de composantes : 


grad (I/) = (1 +y+yz,x+xz,xy). 


Correction de l’exercice 6 ▲ 

Soit ft) = 3 xdx+ {x + y)dy la forme differentielle naturellement associee a V (x,y) et considerons x = cost et 
y = sin/ conime parametrage du cercle de centre O et de rayon 1 (avec / e [0;2 tt]). II s’ensuit que la circulation 
f c V.dl n’est autre que : 


r 2n 


Comme cos - 1 = 


2 f cos(2?)+l 


V.dl = J w = 


on obtient : 


(3 cos t{— sint) + (cost + sin t) cos t)dt. 


f y, [ lK , . cos(2t) + l 

/ V.dl= / (— 2smtcostd 

)c Jo 2 


)dt = [cos 2 (t ) + sin(2f) + ^ = n. 


Remarquons que si la forme co avait ete exacte, on aurait obtenu J c V.dI = 0 comme reponse, puisque 1’ integrate 
curviligne d’une forme exacte sur une courbe fermee est nulle. 


Correction de l’exercice 7 ▲ 


Notons ft) = yzdx + zxdy + xydz la forme differentielle associee a F(x.y,z,). Par definition de W, on a W = 
J H F.dI = f H co. D’apres le parametrage donne pour //, on a 


W = 


to 


yzdx + zxdy + xydz 
((sint)t(- sinf) +t cos 2 1 + cost sin t)dt 
(t cos(2t) +costsint)Jt. 


On a utilise ici la formule trigonometrique : cos(2 1) = cos 2 t — sin 2 t. En faisant une integration par parties, on 
constate que 

'? .... tsin(2t) | sin(2t) 


to 


On en deduit que 


W = 


tcos(2t)dt = 
fsin(2f) | 1 


Jo 


-dt. 


to 


2 IS + ^ [cos(2>)]| + i[sin 2 (f)]| = f - \ + \ = f ■ 
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Remarquons que 0 ) = yzdx + z,xdy +xydz, est exacte. De plus, on verifie aisement que 0 ) = d(xyz). On peutalors 
retrouver le resultat precedent en faisant : 


W = f(B) — f (A) 


ou Ton a pose f(x,y,z ) = xyz. 


et 


B=( cos(|),sin(|),|) = ( 


\fl \fl 71 


A = (cos(0),sin(0),0) = (1,0,0). 


Correction de l’exercice 8 A 

1. On note P(x.y.z) =y 2 cosx, Q(x,y,z) = 2ysinx+e 2z et R(x, y,z) =2 ye 2z . Laforme co = Pdx+Qdy+Rdz, 
naturellement associee au champ V(x,y,z), est exacte puisqu’elle est definie sur M 3 et 

( a ) ^ = ^ = 2 y cosx 

( b ) f = f = o 

(c) f = If = 2 ^- 

Le champ V(x,y,z) est done un champ de gradient. 

2. Cherchons U tel que co = dU . Cela nous conduit a resoudre le systeme : 

= y z C0SX 

< ^2 = 2ysmx + e lz 

, # = V 1 

En integrant la premiere equation par rapport a x, on trouve : 

U(x,y,z) =y 2 smx+y/{y,z). 

Maintenant, en utilisant les deux dernieres equations, on est amene a resoudre le systeme suivant : 

I % = ^ 

1 % = ^ 

Par suite, on verifie que \l/(y,z) = e 2z y + c{z) avec c'(z) = 0. Done c(z) = c avec c constante reelle et 
finalement : 

U(x,y,z ) = y 1 smx + e 2z y + c 

avec c E M. Par ailleurs, on veut que U (0,0,0) = 1 ce qui donne c = 1. 

3. La circulation du champ de A(0, 1,0) a B(j, 3,0) est 

L V.dl = L co = U{B)-U(A) = [/(^,3,0)-L(0,l,0) = 11. 

Jab Jab 2 

Remarquons que lorsque co est exacte, pour calculer l’integrale curviligne de co sur un chemin, il suffit 
de connaitre l’origine et l’extremite du chemin. Autrement dit, l’integrale curviligne d’une forme exacte 

sur AB ne depend que de A et de B, et non du chemin choisi pour aller de A a B. 
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Correction de l’exercice 9 ▲ 


On rapporte le plan a un repere orthonorme direct d’origine O. D’apres la formule de Green-Riemann, en 
choisissant de prendre P = 0 et Q = x 2 y de sorte que ^ ^ = xy, on obtient : 


1 = 


JJ xydxdy = J 


xydy 


ou Ton a note T le triangle OAB oriente dans le sens direct avec 0(0,0), A(1,0) et 5(1, 1). Ainsi 


1 = 


/ / xvdxdy = I - x 2 vdy + /, x 2 xdx + L - 
JJ® Joa ' " Jab " " Jbo 


'y 

x ydy. 


L’integrale curviligne d’une forme differentielle sur un chemin est independant du parametrage choisi pour ce 
chemin. Pour le calcul, nous choisissons de parametrer OA par x = t et y = 0 avec t variant de 0 a 1 et ainsi 
f^x 2 ydy = 0. De meme, nous choisissons de parametrer BO par x = 0 et y = t avec t variant de 1 a 0 et ainsi 

/ - x 2 ydy = 0. Enfin, nous choisissons de parametrer AB par x = t et y = 1 — t avec t allant de 1 a 0 et done : 


/= H xydxdy- LAydy- [° '%!!(-*) = / 
JJ® Jab J i 2 J o 


2 24 


Remarquons qu’il n’aurait pas ete plus difficile ici de calculer directement P integrate double sans utiliser la 
formule de Green-Riemann : 


jj xydxdy = j ( j xydy)dx = 




\(± =At dx= l 

3 2 24 


Correction de l’exercice 10 A 

1. La forme co = ^r^jdx- \- -^-^dy est detinie sur M 2 \ {(0,0)}. 

2. Parametrons le cercle C par x = cost, y = sin? avec t e [0; 2 tt] . On obtient : 


co = 


rill 

/ (— sin?(— sin?) + cos?(cos?))d? 

Jo 


r2n 

Jo 5 

r2n 

Jo 

2n. 


sin - ? + cos tdt 


1 dt 


3. La forme co n’est pas exacte, sinon son integrate curviligne sur la courbe fermee C serait nulle et cela 
contredirait notre resultat de la question precedente. Remarquons cependant que 

d -y = = y 1 -* 2 

dy x 2 -J-y 2 dx x 2 +y 2 (x 2 +y 2 ) 2 

En fait, avec cet exemple, on voit que dans le theoreme de Poincare, l’hypothese que l’ouvert doit etre 
etoile, est indispensable. Ici M 2 \ {(0,0)} n’est pas etoile, e’est un domaine "troue". De plus, J c co n’est 
pas nulle car le cercle entoure le "trou". 


